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В докладе излагаются результаты применения теоретико-игровых методов, разра-

ботанных в [1], к анализу условий существования вальрасовских равновесий в моделях 
межрегионального взаимодействия. В отличие от работы [2], главное внимание уделя-
ется подходу, не предполагающему ограниченности региональных технологических 
множеств. Ключевую роль в доказательстве новой теоремы существования играет 
обобщение на случай нечеткого блокирования установленной в [3] теоремы об услови-
ях непустоты ядра изучаемых многорегиональных систем. 
 

1    Модель M 
 

В докладе рассматривается модель экономического взаимодействия регионов из [4,5], 
имеющая следующий вид: 

M = 〈 R, {As, Gs, Hs, bs, ds} s∈R 〉, 

где R = {1,…, r} - множество регионов; As - прямоугольная матрица размера ns × ls, ха-
рактеризующая производственный сектор региона s ∈ R; Gs и Hs  -прямоугольные мат-
рицы размера ns × n, описывающие способы вывоза и ввоза в регионе s ∈ R; bs - вектор-
столбец размерности ns, характеризующий имеющийся ресурсно-технологический по-
тенциал региона s ∈ R; ds - вектор-столбец размерности ns, описывающий затраты ре-
сурсов и продукции, связанные с достижением целей развития региона s ∈ R.  

Ресурсно-технологические возможности Zs региона s ∈ R определяются формулой  

Zs := {zs = (xs, us, �s, λs) ∈ R sl
+ × R n

+ × R n
+ × R +  | Asxs + Gsus + Hs�s ≥ bs + λsd

s}, 

где неотрицательные вектор-стобцы xs = (x s
i ) sl

i 1= ,  us = (u s
j ) n

j 1= ,  �s = (� s
j ) n

j 1=  указывают 

объёмы производства, вывоза и ввоза, соответственно, а число λs ∈ R +  - степень дости-

жения целей регионального развития для s ∈ R (как обычно, символом R обозначается 
множество вещественных чисел, а неравенство для векторов понимается в обычном по-
компонентном смысле: x ≥ y ⇔ xi ≥ yi,  i = 1,…, m для любых x = (x1,…, xm) и y = (y1,…, 

ym) из R m ). Элементы множества Zs будем называть планами региона s. 

Для оценки качества планов zs ∈ Zs в дальнейшем используются функции ts, сопос-
тавляющие каждому вектору zs = (xs, us, �s, λs) его последнюю компоненту λs: 

ts(z
s) = ts (x

s, us, vs, λs) := λs,    (x
s, us, �s, λs) ∈ Zs,    s ∈ R. 

Положим ZM := ∏ ∈Rs sZ  и через ZM (R) обозначим совокупность сбалансированных пла-

нов модели M: 

ZM(R)  = {(xs, us, �s, λs)s∈R ∈ ZM | ∑ ���∈�  ≥ ∑ ���∈�  }. 

Важную роль в дальнейшем играют так называемые строго автаркические планы, под 
которыми понимаются элементы множеств 

Ẑ (s) = Ẑ M(s) :=  {(xs, us, �s, λs) ∈ Zs | us ≫ �s },    s ∈ R 
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(как обычно, сокращение x ≫ y  для векторов x, y ∈ R m  означает выполнение строгих 

неравенств xi > yi ,  i = 1,…, m).  
Кроме того, при анализе условий ограниченности множества ZM(R) потребуется 

рассмотрение сбалансированных планов однородной составляющей модели M, опреде-

ляемой формулой: M0 = 〈 R, {As, Gs, Hs, 0, ds} s∈R 〉. 
 

2    Вальрасовское равновесие и нечеткое ядро 
 

Следуя [5], введем одно из основных понятий работы – определение вальрасовско-
го равновесия в модели межрегионального взаимодействия M. 
 

Определение 1. Будем говорить, что план z  = ( x s, u s, �		 s, 
̅s)s∈R ∈ ZM (R) является 

вальрасовским равновесием модели M, если существует ненулевой вектор цен �̅ ∈ R n
+  

такой, что �̅⋅u s ≥ �̅⋅�		 s для всех s∈R, и при этом для любых s ∈ R и zs = (xs, us, �s, λs) ∈ 
Zs справедлива импликация: λs  >  
̅s ⇒ �̅ ⋅ us <  �̅ ⋅ �		 s (как обычно, x ⋅ y - скалярное про-
изведение векторов x и y). 
 

Совокупность вальрасовских равновесий модели M будем обозначать через W(M). Ока-

зывается [2], что достаточно общие условия, гарантирующие существование вальрасов-
ских равновесий модели M, представляют собой естественное усиление указанных в [3] 

требований (M1) и (M2o), обеспечивающих непустоту ядра модели M. Дадим необходи-

мые определения. 
 

Определение 2.  Регион s ∈ R называется строго автаркическим, если Ẑ M(s) 0/≠  (или, 

более детально, если существует план z s
0  = (x s

0 , u s
0 , � s

0 , λ 0
s ) ∈ Zs такой, что u s

0  ≫ � s
0 ). 

 

Определение 3. Будем говорить, что ресурсно-технологические возможности региона  
s ∈ R ограниченные, если множество Zs ограничено. 
 

Теорема 1 [2]. Если регионы модели M строго автаркические, а их ресурсно-

технологические возможности ограниченные, то в M существует вадьрасовское равно-

весие. 
Как уже отмечалось, основной целью доклада является демонстрация условий су-

ществования равновесия, не включающих требования ограниченности множеств Zs. 
Отыскание таких условий осуществляется на пути решения двух теоретико-игровых 
задач: одна из них заключается в определении требований, гарантирующих совпадение 
множества W(M) и нечеткого ядра модели M, другая - в нахождении условий непустоты 

указанного нечеткого ядра. 
Для полноты изложения напомним определение нечеткого ядра модели M, опираю-

щееся  на  понятие  блокирования с помощью нечеткой коалиции.  Как  обычно,  нечет-
кими коалициями называются элементы множества σF, определяемого формулой σF := { 
f = (f1 ,…, fr) | f ≠ 0,  fs ∈ [0,1],  s ∈ R}. Величина компоненты fs нечеткой коалиции f ука-
зывает степень участия региона s ∈ R в координации усилий "большой коалиции" 
R.Через R(f) будем обозначать носитель нечёткой коалиции f = (f1 ,…, fr), определяемый 
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равенством R(f) := { s ∈ R | fs> 0}. Следуя [5], введем определение нечеткого блокиро-
вания во множестве ZM (R). 

Определение 4.  Будем говорить, что план z  = ( z s)s∈R ∈ ZM (R) блокируется нечёткой 

коалицией f = (f1 ,…, fr), если существуют региональные планы  zs = (xs, us, �s, λs) ∈ Zs,    
s ∈ R (f), такие, что ts(z

s) > ts( z s) для каждого s ∈ R, и при этом имеет место баланс: 
∑ ���

�
�∈�(�)  ≥ ∑ ���

�
�∈�(�) .  

 

Совокупность сбалансированных планов модели M, не блокируемых никакой нечёткой 

коалицией, будем обозначать через CF (M) и называть { нечётким ядром модели M. 

Введем понятие ненасыщенности региона, используемое в дальнейшем при описа-
нии условий совпадения нечетких ядер и вальрасовских планов модели M. 
 

Определение 5.  Регион s ∈ R называется ненасыщенным, если для него выполняется 
неравенство: sup��∈�� ts(z

s) > sup���∈��� ts(�̃
s),  где  ��s := Pr��}  ZM (R). 

 

Один из основных результатов доклада заключается в следующей теореме эквивалент-
ности. 
Теорема 2. Если регионы модели M строго автаркические и ненасыщенные, то ее не-

четкое ядро CF (M) совпадает с множеством вальрасовских планов W(M). 

Переходя к представлению условий существования равновесия, применимых к мо-
делям, имеющим неограниченные технологические множества, напомним важное ус-
ловие, "отвечающее" (наряду с автаркичностью) за наличие неблокируемых планов та-
ких моделей (см., например, [3]). 
 

Определение 6.  Будем говорить, что модель M не имеет "рога изобилия'', если множе-

ство сбалансированных планов однородной составляющей этой модели исчерпывается 
нулевым планом: �� 

(R) = {0}. 
 

Используя введенную терминологию, сформулируем главный результат доклада. 
 

Теорема 3. Если модель M не имеет "рога изобилия'', а ее регионы - строго автаркиче-

ские и ненасыщенные, то в M существует вальрасовское равновесие. 
 

Работа поддержана РФФИ (грант №16-06-00101) и РГНФ (грант № 16-02-00070). 
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